Ciagi liczbowe — granica ciggu liczbowego

Granica wlasciwa ciggu

Definicja 5. Przedzial (x,—¢,x,+€) nazywamy otoczeniem punktu x,
o promieniu € >0 i oznaczamy symbolem U(x,,¢).

Latwo stwierdzi¢, ze punkt b nalezy do otoczenia punktu x, o promieniu
€ >0, jezeli spetniona jest nierownos¢ |b - x0| <eg.

Definicja 6. Ciag liczbowy (a,) ma granice g, co zapisujemy ,122 a,=g,
wtedy 1 tylko wtedy, gdy w dowolnym otoczeniu punktu g znajduja si¢ prawie
wszystkie (wszystkie z wyjatkiem skonczonej ilosci) wyrazu tego ciagu.

Symbolicznie powyzsza definicj¢ mozemy zapisa¢ nastgpujaco:

lima, =g < V_,3, NV |an—g|<8.

et >0 —nyeN ¥ n>n,

Ciagi, ktore maja granice skonczong (inaczej wilasciwa) nazywamy ciggami
zbieznymi, a pozostate — ciggami rozbieznymi.

Na rysunku 2 mozna znalez¢ ilustracje graficzng faktu, ze lim 1 =2.
n—wo n+
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Rys. 2. Ilustracja pojecia granicy ciggu

Na rysunku widzimy, ze niezaleznie, jak mate & wezmiemy, to i1 tak
znajdziemy takie n, (na rysunku n, =4), ze wszystkie kolejne (dla n>n,)



wyrazy ciagu (a,) beda lezaly w otoczeniu (pasie) o $rodku w punkcie 2
1 promieniu &.
Podamy teraz kilka wazniejszych twierdzen dotyczacych ciggdw zbieznych.

Twierdzenie 1. Jezeli ciag (a,) jest zbiezny, to ma on tylko jedna granice.
Twierdzenie 2. Jezeli ciag (a,) jest zbiezny, to jest on ograniczony.

Uwaga. Z twierdzenia 2 wynika fakt, Ze jezeli ciag (a,) nie jest ograniczony,
to cigg ten jest rozbiezny. Przykladowy ciag b, =5-2n z przykladu 1 jest
rozbiezny poniewaz, co latwo stwierdzié, nie jest on ograniczony.

Twierdzenie 3. Jezeli ciag (a,) jest monotoniczny i ograniczony, to jest
zbiezny.
Twierdzenie 4. Ciag staly o wyrazie ogélnym a, =c jest zbiezny do c, tj.

limc=c.
n—»0

Twierdzenie 5. Jezeli lim a,=a 1 lim b, =0, to:
n—>0 n—>0

1. lim (a,+b,)=a+b,

2. lim (a,-b,)=a-b,
._a, a . .
3. hmb—”zz, gdzie V, (b, #0 1 b#0).

Twierdzenie 6 (o trzech ciggach).
Jezeli ciagi (a,), (b,), (c,) spelniaja warunki:

1. 3, wVosn, a,<b, <c,,
2. lima,=limc,=g,
n—>0 n—>0
to limb, =g.
n—0

Ciagi rozbiezne do nieskonczonosci

Z poprzedniego rozdzialu wiemy, ze ciaggi rozbiezne sa to ciagi, ktore nie
posiadaja granicy skonczonej. Wsrod takich ciggéw na szczegdlng uwage
zastugujg ciggi rozbiezne do nieskonczono$ci (majace granice niewlasciwe —oo
lub +o0).



Definicja 7. Moéwimy, ze ciag (a,) jest:

o rozbiezny do +o wtedy i tylko wtedy, gdy prawie wszystkie wyrazy tego
ciagu sa wicksze od dowolnie wybranej liczby 4, tj.
lima,=+0 < V,3, yV,., a,>4,
n—»o 0 0
e rozbiezny do —o wtedy 1 tylko wtedy, gdy prawie wszystkie wyrazy tego
ciggu sg mniejsze od dowolnie wybranej liczby 4, tj.
lima, =-0 < V, 3, \V,., a,<4.

n—>0

Nie bedziemy podawac tutaj twierdzen dotyczacych ciggow rozbieznych do
nieskonczonosci. Wiele sposrod nich zwigzanych jest z dzialaniami
arytmetycznymi na granicach, ktorych interpretacja na ogoét nie stanowi
problemu. Ilustracja wybranych twierdzen, z jednoczesnym symbolicznym
zapisem wykonywanych dziatan (w nawiasach kwadratowych), niech beda
nastepujace przyktady:

lim(5-2n)=[5-2-(40)]=[5—-o]=—x,

n—>0

lim (7 + 1) = [(+00)” + (+00)] = [+00 + 0] = +0,
’12130(—713 —%J = [—(—koo)3 ——} =[—0 -] = -,
Iim —= {i =0,

non | 400

lim 2 =| 2 —{_—5} =0
>0 \n [+ +0 '
Patrzac na trzy ostatnie przyktady nalezy zapamictac, ze {i

+o00

} =0, gdzie

a jest dowolng statg lub bardziej ogdlnie — granicg wlasciwg pewnego ciagu.

Symbole nieoznaczone oraz wazniejsze granice

Nie zawsze przy obliczaniu granic otrzymujemy wyrazenia, ktorych
interpretacja jest tak oczywista, jak w przyktadach z poprzedniego rozdziatu.
Przeanalizujmy nastepujacy przyktad:



. —3n =3+ (+0) |:—ooi|

lim — = 5 = —|

noo p”+2 | (+00)° +2 +00

W tym przypadku, bez wykonania dalszych przeksztatcen, trudno okresli¢ co

bedzie granicg tego ciggu. Otrzymany symbol {ﬁ}, jest jednym z tzw.
~+00

symboli nieoznaczonych. Do symboli (wyrazen) nieoznaczonych zaliczamy:

2| 5] el ol [ [0 [=]

(e8]

W kolejnym rozdziale omdéwione zostang pewne sposoby postgpowania z tego
typu wyrazeniami.

Dodatkowo przy obliczaniu granic ciggéw czesto bedziemy korzystaé ze
znanych granic:

(1) Vg lim¥fa =1,

2) lim4n =1,

n—®
0, gdy —-1<g<l1
() limg"=41, gdy g=1,
+o0, gdy g>1

(4) lim (1 + lj =e¢, lub bardziej ogblnie

n—>0 n

i
(5) Jezeli lim a,=0, to lim (1+a,)s =e.

n—>0 n—>0

Przyklady obliczania granic

Przy obliczeniu granic ciggow stosujemy rozne przeksztalcenia zalezne od typu
ciggu z jakim mamy do czynienia. Wybrane metody omoéwimy na przyktadach.

Przyklad 4. Obliczy¢ granice:

3 2 4
a) mnw , b) 1imw’ 0) limn—+3,
n-»w  1=2n n>o |1—=3n n—om [4n3+1 +n

n n+l -n
4 lim>2 Y lim(\/n2+3n—n), f) 1im(1+fj ,

n—o §5.4" 4+ 3" n—o



n— nz + n—0

2 1-2n
9) lim( " ;J , h) lim¥3"+5"+7".
Rozwiazanie.
a) Latwo stwierdzi¢, ze mamy tutaj do czynienia z symbolem nieoznaczonym
0 . .
{—] W przypadku ciggéow o tego typu wyrazach ogdlnych, postepujemy tak,
Q0

ze licznik 1 mianownik dzielimy przez najwyzsza potege zmiennej n

wystepujaca w mianowniku, a wigc tutaj »’. Otrzymamy:

3n3+-n + 2 3+ ! +
3 3T 3T 3 27T 3
lim P20y w - nt w
n—0 1—21’13 0 n—o0 1 2713 n—»m i_z
nwoon n’
_[3+0+0 | 3
0-2 2
b) Postepujemy podobnie, jak w przyktadzie a):
4n* 12n 9
2 2 - T T
L) M e TN [ . L A R R
n—so 1—-3n 0 n—>mo 1-3n n—>o 1_31
n o n

9
_lim4n+12+n_[+oo+12+0}_[+;oo}__oo
0-3 -3 '

n—»o 1_3
n

c) Tutaj mozna przyjac (pamigtajac jednak o tym, ze a+b # Ja ++b ), ze
3

najwyzsza potega n w mianowniku jest n2. Oczywistym jest rOwniez fakt, ze

wnoszgc wyrazenie n” pod pierwiastek okreSlonego stopnia musimy to

wyrazenie podnies¢ do takiej potegi, jaki jest stopien pierwiastka. Mozemy

zatem zapisac:

Jn, 3 JL .3
4 5 6
lim 2 =F}=lim LA/ S TN A N—
n—»0 ,4713 +1+n 00 =% 47’13 1 n e 4+L + L
—3 +T+T 3
n 5 n n



Vv4+0+0

d) Sposob postepowania jest analogiczny, jak w powyzszych przyktadach, przy
czym tutaj licznik i mianownik podzielimy przez potege o najwyzszej

:{ Ho+0 }:o

podstawie wystepujacg w mianowniku, tj. 4" . Nastepnie skorzystamy ze wzoru

3):

n n+l n n T T
3:2"+4 :{oo} lim3 2"+4.-4 lim —4 4

lim —
noo 5.4" 43" 0

ln
3. —| +4
. [2j GH13.0+4 4
= lim—— =|—]=—-.
n—>o0 3\ 5+0 5
5+ =
4

e) Jezeli w wyrazie ogolnym ciggu wystepuje rdézmica dwoch wyrazen,
z ktérych przynajmniej jedno jest pierwiastkiem kwadratowym, to aby obliczy¢
granice takiego ciggu, do wyrazenia zawierajacego pierwiastek stosujemy wzor:
2 2
a-b=2 b .
a+b

Dodatkowo w naszym przyktadzie bedziemy jeszcze musieli zastosowac sposob
postepowania znany z poprzednich przyktadow:
n® +3n—n

2
(\/n2+3n) —n’
lim(\/n2+3n - n)z[oo—oo]zlim = lim————=
n—e =0 0 +34n 0 £ 34

2

lim——" —[2}—lim & —{ & }—3
rNnt 434 Lol oo 30 [NI+0 4] 2
2
n

Uwaga. Jezeli w wyrazie ogdlnym ciagu, ktorego granic¢ chcemy obliczy¢,
wystepuje roéznica dwoch wyrazen, z ktoérych przynajmniej jedno jest
pierwiastkiem trzeciego stopnia to wowczas stosujemy nastepujacy wzor:
323
a +ab+b



f) Zauwazmy, ze w nawiasie mamy 1+a,, gdzie lim a, =0. Przeksztalcamy

n—oo
1

wyraz og6lny do takiej postaci, aby uzyska¢ w nim wyrazenie (1+an )aj,
a nastgpnie korzystamy z faktu (5):
-4

lim(1+iJ =[1"]=1im (1+ij4 et =,
n—»w n n—>%0 n c

g) Tu réwniez bedziemy korzysta¢ z whasnosci (5), przy czym najpierw wyraz

ogo6lny naszego ciggu musimy sprowadzi¢ do postaci zawierajgcej wyrazenie
1

(1 +a, )17,, , gdzie lim a, =0. Wykonujemy przeksztalcenia

n—>0

1-2n 1-2n _2n
(-1 _ (n*+2-3 . -3 )7
lim > = lim — =lim| 1+ > =
n—wo| p“ 42 n—»o0 n-+2 n—»o0 no+2

3
w12 T 2 42 242

= lim (1+ = = lim (1+ = e
n°+2 =%

Wykonujemy pomocnicze obliczenia: lim

=e’ =1.

h) Skorzystamy tutaj z twierdzenia o trzech ciggach. Zauwazmy, ze dla
kazdego n €N prawdziwa jest nierownos¢:

7" < 345" +T7" < T+ T+ T"
7 <xf3r 57 <if 377,
7 <4345 +7" <743,

Poniewaz lim 7=7 oraz lim 743 =[7-11=7 (wzor (1)), zatem na mocy

n— n—0

twierdzenia 6

i dalej

czyli



im~y/3"+5"+7" =17.

n—>0

Zadania do samodzielnego rozwigzania

Obliczy¢ granice ciggu o wyrazie ogdlnym:

8. a

10. a =

12. a, =

n

14. a

16. a

18. a

20.

22.

24

_2n2+3n
n*—4 "~

(n+2)2
3 b

" 1-3n-n
(2n-1)°
(4n-1*(1-5n)"
\3/n2+3
n+d
N4’ -1
"B 1430
_1+2+43+ .41
2+ 3n?

n

n

n

a, =n—-n’+4,

a,=3n—-\9%m-2,

ca, = +1-3n?

26.

28.

a

3n+2_2
a, = .

3" +2"

n }’15 _(2j
__ \3)
! 1443

3
9. g ="
—2n"+n-5
5.3
1. a2
n—-n+2
2 2
- an:\/1+2n J1+4n
n
3n* -1
15. g, =—F—,
n+\n®+2
17. a = n 38n
! 2n +\3/n4+3n—1’
10. n:2+4+6+.;+2n
(n+1)
21. a —;
BN I Y P
23. an=— 3 5
4n® +n - 2n
25. a,= >3 ,
3"-2
5.2" 44"
27. a” = 22n+3n+2 ?
29. an=(1+gJ ,
n

b



1 n
31. a,={1-— |,
( nJ

n 1-2n
33. a, =( j ,
n+3
2 2-n
35. a,= nz > ,
n +2

37. a,=Ne"+3"+n".
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